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FUNZIONE ESPONENZIALE

Un po’ di storia………..
Il termine funzione è stato introdotto nella matematica da Gottfried Leibniz nel 1694, per denotare una quantità collegata ad una curva. Le funzioni considerate da Leibniz oggi sono chiamate più particolarmente funzioni differenziabili e costituiscono il tipo di funzione più frequentemente incontrato dai non matematici. Per questo tipo di funzione, si possono considerare limiti e derivate; entrambe queste nozioni sono misure del cambiamento dei valori di uscita associato a un cambiamento dei valori di ingresso; queste misure costituiscono la base del calcolo infinitesimale.

Successivamente, intorno alla metà del XVIII secolo la parola funzione fu usata da Eulero per descrivere una espressione o una formula che coinvolge vari argomenti, come ad es. f(x) = sin(x) + x3.

Nel corso del XIX secolo i matematici hanno cominciato a formalizzare tutte le differenti branche della matematica. Karl Weierstrass ha sostenuto che si dovesse costruire il calcolo infinitesimale a partire dall'aritmetica e non dalla geometria; questo ha fatto preferire la definizione di Eulero a quella di Leibniz.

Verso la fine del XIX secolo i matematici hanno cominciato a tentare di formalizzare l'intera matematica servendosi della teoria degli insiemi e si sono proposti di definire ogni entità matematica mediante un insieme. Dirichlet e Lobachevcky indipendentemente e quasi simultaneamente hanno data la moderna definizione "formale" di funzione.

Secondo tale definizione, una funzione è un caso speciale di una relazione. In gran parte dei casi di interesse pratico, tuttavia, le differenze fra la definizione moderna e quella di Eulero possono essere trascurate.

La funzione esponenziale è una delle più importanti funzioni in matematica.
La funzione esponenziale
 Definizione di funzione esponenziale

Fissato un numero reale a>0 e a(0 si chiama funzione esponenziale di base a la funzione di equazione y=a x, il cui dominio è R e il codominio è R+ ((0(.

Osservazioni:

· Poiché a>0  , y=ax >0  per cui il  grafico della funzione sarà sempre sopra l’asse  delle x (I e III quadrante)

· Se a =1,poiché 1x=1,la funzione esponenziale degenera nella retta di equazione y=1 parallela all’asse x 

· Se a (1 si distinguono due casi: a>1 e 0<a<1
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Rappresentiamo graficamente le funzioni y=2x , y=4x , y=6x 

Fig.1
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Osservando i grafici possiamo dire  in generale che la funzione y=ax  con a>1:

· ha come dominio R e come codominio R+-
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· il grafico interseca l’asse y nel punto P(0,1)

· la funzione è monotona crescente poiché 
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·  la funzione essendo inettiva e surgettiva è bigettiva e pertanto invertibile, la sua inversa è la funzione logaritmica.
· Per valori negativi dell’esponente grandi in valore assoluto si avvicina all’asse x negativo quasi appoggiandosi su di esso ( l’asse x è perciò detto asintoto della curva)
· Aumentando la base la funzione cresce più rapidamente fig(1)
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Rappresentiamo 
graficamente le funzioni 
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Osservando i grafici possiamo dire  in generale che la funzione y=ax  con 0<a<1:

· ha come dominio R e come codominio R+-
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· il grafico interseca l’asse y nel punto P(0,1)

· la funzione è decrescente poiché 
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fig.4
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· diminuendo la base la funzione decresce più rapidamente fig.3
· Si avvicina all’asse x positivo quasi appoggiandosi su di esso per valori positivi dell’esponente ,grandi in valore assoluto ( l’asse x è perciò detto asintoto della curva) 

Se confrontiamo il grafico della funzione y=ax con quello della funzione y= 
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 con a>0 possiamo osservare che il primo è il simmetrico del secondo rispetto all’asse y.
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Caso particolare

Particolarmente interessante, tra gli esempi di funzione esponenziale è il caso in cui la base della funzione esponenziale è “e”dove “e” è un numero irrazionale detto costante di Nepero(numero naturale).Tale numero  compreso tra 2 e 3  vale circa 2,7182818…e risulta essere il limite della successione  
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La funzione esponenziale  y=ex ha le caratteristiche di quelle viste nel caso a>1
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· per x>1 la curva cresce molto rapidamente 

  

Proprietà delle potenze a base reale ed esponente reale 

Alle funzioni esponenziali si possono applicare le note proprietà delle potenze:
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Queste proprietà sono valide per tutti i numeri reali a e b e tutti i numeri reali x ed y . Le espressioni contenenti frazioni e radici possono spesso essere semplificate utilizzando la notazione esponenziale perché basta ricordare che:
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e, per ogni a e b numeri reali con a > 0, e per ogni intero n > 1:

[image: image18.png]



APPLICAZIONI DELLA FUNZIONE ESPONENZIALE
La funzione esponenziale risulta un modello utilizzato in vari ambiti disciplinari e non solo in matematica.

Vediamone alcuni più conosciuti.

Carica e scarica di un condensatore
Carica di un condensatore
Consideriamo un circuito in cui sono inseriti un condensatore di capacità C ed un resistore di resistenza R. Mediante un interruttore T possiamo inserire o disinserire nel circuito il generatore elettrico G, con il risultato di caricare o scaricare il condensatore.

C= condensatore di capacità C

[image: image91.jpg]o




R= resistore di resistenza R

G= generatore di tensione

T = tasto che apre o chiude il circuito

A circuito chiuso, il condensatore viene caricato.
[image: image92.jpg]



a) La carica elettrica q, accumulata al variare del tempo sulle armature 

[image: image93.png]-t
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     del condensatore, da un  valore nullo tende al valore CV. Il suo andamento è descritto dalla seguente equazione:

 b) L'intensità i della corrente elettrica, durante il processo di carica, partendo

     dal valore iniziale V/R, tende ad annullarsi. 
     Il suo andamento è descritto dalla seguente equazione:   
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 c) La differenza di potenziale che si instaura tra le armature del condensatore al  variare del tempo, da un valore nullo tende al valore V (differenza di potenziale ai capi del generatore). 
    La crescita è descritta dalla seguente equazione:  

[image: image95.png]V,-V, =
= VeR




La scarica di un condensatore

A circuito aperto, il condensatore si scarica.
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a) La carica elettrica q, accumulata al variare del tempo sulle armature del condensatore, dal valore iniziale CV tende al valore nullo. 

 Il suo andamento è descritto dalla seguente equazione: 
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b) L'intensità i della corrente elettrica, partendo dal valore iniziale V/R, tende ad annullarsi. 
Il suo andamento è descritto dalla seguente equazione:
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c) La differenza di potenziale che si instaura tra le armature del condensatore al variare del tempo, da un valore V ( differenza di potenziale ai capi del generatore)
tende al valore nullo. La decrescita è descritta dalla seguente equazione:
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Decadimento radioattivo
Le particelle del nucleo di un atomo sono in continuo movimento ed interagiscono tra loro scambiandosi energia. 
Un nucleo radioattivo può trovarsi in uno stato tale da rendere possibile sia l'emissione di particelle dotate di energia cinetica, sia di radiazioni elettromagnetiche. 
Si dice allora che il nucleo ha subito un decadimento radioattivo che tende a portarlo in uno stato più stabile, cioè caratterizzato da minore energia.

Sebbene in un dato intervallo di tempo si disintegri una ben definita frazione di nuclei, non è dato sapere quali essi siano, anche se ogni nucleo radioattivo ha una data probabilità di disintegrarsi e questa probabilità non cambia nel tempo.

Così come si può valutare quanti nuclei di una data specie decadranno in un certo tempo, possiamo anche valutare quanto tempo deve trascorrere perché la quantità di nuclei presenti ad un dato istante si dimezzi. 
Tale tempo è detto tempo di dimezzamento T.

Siano 

· N il numero di nuclei radioattivi presenti all' istante t 

· N0 il numero di nuclei presenti all'istante t=0 

avremo che il ritmo di disintegrazione, numericamente uguale al numero di nuclei che si disintegrano nell'unità di tempo, è dato da: 
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 è detta costante di decadimento. 

La funzione esponenziale nella fisica medica

I raggi x sono radiazioni elettromagnetiche invisibili all’occhio umano:sono fortemente energetiche a frequenza molto alta.Tutte le onde elettromagnetiche,nell’attraversare uno stato di materia,vengono in parte assorbite,in parte trasmesse.Per tanto l’intensità “l” trasmessa al di là dello strato risulta inferiore all’intensità “lo”del raggio incidente. L’intensità trasmessa dipende dallo spessore x di materia attraversata,secondo una legge esponenziale(legge dell’assorbimento radioattivo):

l=loe -(x
( è un parametro,detto coefficiente di attenuazione o di assorbimento.
Il coefficiente di assorbimento dipende dall’energia del raggio incidente e dalla densità della sostanza attraversata.Le tecniche di diagnosi medica,basate sull’uso dei raggi x,sfruttano proprio il fatto che,a parità di energia del raggio incidente,l’assorbimento della radiazione è diverso a seconda della densità dei tessuti biologici attraversati. L’aria non attenua i raggi x e,il grasso li assorbe pochissimo,il fegato,i muscoli e i reni un po’ di più.Le ossa,con il loro alto contenuto di sali di calcio li trattengono quasi  del tutto.

Tensione di vapore saturo

Se un liquido è contenuto in un ambiente limitato ,il numero di molecole che evaporano non può aumentare indefinitamente. Ad un certo punto ,infatti,il volume che sovrasta il liquido non può più contenere altre molecole in fase aeriforme.In queste condizioni ( vapore +liquido ) il vapore è saturo e la pressione esercitata dalle molecole gassose assume il suo valore massimo e viene chiamata tensione del vapore saturo

La pressione del vapore saturo di un liquido aumenta al crescere della temperatura perché le molecole acquistano via via un' energia cinetica più alta ed hanno così una maggiore tendenza ad evaporare. 
Dall'andamento della pressione del vapore saturo dell'acqua, in funzione della temperatura si può osservare che a 100°C la tensione del vapore è quella atmosferica.

Dal grafico si può osservare che all’aumentare della temperatura la pressione cresce dapprima lentamente poi sempre più rapidamente ( andamento esponenziale)
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Modello Malthusiano sulla crescita della popolazione





Thomas Robert Malthus (1766-1834), economista inglese, nel 1798 pubblicò il "Saggio sulla popolazione", in cui analizza il rapporto tra la dimensione della popolazione mondiale e la disponibilità dei mezzi di sussistenza. Malthus  sostiene che la popolazione (umana) cresce secondo una progressione geometrica (per esempio 2, 4, 8, 16, ...), mentre le risorse necessarie per la sua alimentazione crescono secondo una progressione aritmetica (per esempio 3, 6, 9, 12, ...). Non importa quali siano i numeri di partenza: prima o poi la popolazione supera le risorse e la crescita non può continuare. Questa è nota come "legge di Malthus" (in economia, non in biologia). 

La crescita della popolazione ha un andamento esponenziale inesorabilmente superiore all'aumento delle risorse alimentari che segue invece un modello lineare; conseguenza di questo inevitabile squilibrio sarebbe stata l'impossibilità per la popolazione di alimentarsi a sufficienza.
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Se N(t) indica la densità di una popolazione di individui di una determinata specie in un determinato ambiente al tempo t, il modello più semplice atto a descrivere la crescita di N(t) al crescere di t è il modello di Malthus. Secondo questo modello vale la seguente legge:
N(t)=Ce(kt)
dove k è costante rispetto al tempo. Il valore di k dipende dalla specie che stiamo osservando e si ottiene come differenza fra il tasso di nascita e il tasso di morte. Se k è positivo N è crescente; se k è negativo N decresce.

C  ,invece,è il valore di N al tempo t=0, all'inizio della osservazione ed è costante rispetto al tempo per una determinata specie di individui. 

Malthus sostiene che solo eventi come carestie, guerre e pestilenze possono riuscire a frenare la tendenza ad un aumento rapidissimo della popolazione.

Nella realtà si è poi riscontrato che l'inquinamento ambientale, l'accumularsi di rifiuti tossici, l'esaurimento delle risorse sono altri fattori che inibiscono lo sviluppo esponenziale della popolazione, riducendo progressivamente il tasso di crescita che si stabilizza su un valore N max di individui e non supera tale numero. Darwin e Wallace trarranno spunto dalla legge di Malthus per arrivare alla selezione naturale: la competizione per risorse limitate dà origine alla lotta per l’esistenza che consente solo agli organismi meglio adattati di sopravvivere e riprodursi.
Anche in biologia si applica il modello maltusiano nei problemi di crescita di una popolazione. 
Per chiarire il concetto facciamo l’esempio della crescita dei batteri. I batteri sono organismi viventi fra i più semplici e i più piccoli che si conoscano. I batteri si riproducono con estrema rapidità per semplice scissione, cioè si dividono a metà e poi ciascun individuo si accresce e subisce una nuova scissione. 
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Immaginiamo quindi di voler calcolare la crescita di una popolazione di batteri partendo da un singolo esemplare: dopo venti minuti ne avremmo già 2, dopo quaranta minuti 4 (2²) e dopo un’ora ossia 8 ( 23), dopo 2 ore 32 (26), dopo 5 ore 32.768 (215) e così via secondo le potenze del 2.  

Il numero dei batteri che si riproduce per semplice scissione può essere quindi rappresentato attraverso la seguente funzione esponenziale:  

y = 2x
 in cui y è il numero dei batteri e x il numero delle generazioni. 
Si calcola che dopo un giorno, i batteri sarebbero diventati 272 che fa circa quattromila settecento miliardi di miliardi (4,7·1021).

Facendo ricorso ai logaritmi il disegno della crescita dei batteri, divenenta una retta; perciò lo schema apparirebbe molto più  chiaro. 


I LOGARITMI

Come nascono i logaritmi

Il principio su cui si basano i logaritmi è quello di rendere più semplice la macchinosità delle operazioni aritmetiche. Lo sviluppo dell’algebra nel sedicesimo secolo fu promosso essenzialmente dalla necessità pratica,di semplificare i calcoli laboriosi che si incontravano nei problemi di astronomia,trigonometria,questioni di contabilità statale e commerciale. L’idea primaria si deve ad un matematico tedesco di nome MICHAEL STIFEL (1486/1567).

Egli osservò che i termini di una progressione geometrica : 

                                             r0,r1,r2,r3,(,rL,( 
 sono in corrispondenza biunivoca, con i termini di una progressione aritmetica formata dagli esponenti delle potenze: 

                                             0, 1, 2, 3, 4, (.L,( 

ESEMPIO : osserviamo le seguenti tabelle ottenute mettendo in corrispondenza gli elementi della prima riga ( progressione aritmetica ) con quelli della  terza (progressione geometrica di ragione 2 ).
  

1°) -3    -2     -1      0     1      2      3       4      5       6       7(   L …. 

     2-3    2-2    2-1   20    21     22     23     24    25      26       27  ,,,,2L …
3°)1/8   1/4   1/2   1     2       4      8     16   32      64     128  …. N …
Si può osservare che la corrispondenza è suscettibile di una uguaglianza del tipo :
                                                             N = r L       

Esempio: 64=27  dove:  N=64, r=2  e L=7

Quindi gli elementi della prima riga sono gli esponenti che si devono attribuire ad una stessa base per ottenere l’elemento corrispondente della terza riga.  Si può osservare che la moltiplicazione di due termini della progressione geometrica fornisce un termine il cui esponente è la somma dei corrispondenti termini della progressione aritmetica. (es:22*24=22+4; 22*24=4 *16=64=22+4) 
La divisione di due termini della progressione geometrica fornisce un termine il cui esponente è la differenza  dei corrispondenti termini della progressione aritmetica. (25/23=32/8=4=22=25-3)
Tale corrispondenza era già stata considerata nell'opera " Le triparty en la science " (1484)di Nicolas Chuquet  medico a Lione.
Stifel estese la connessione fra le due progressioni agli esponenti negativi e a quelli frazionari. Così, la divisione di r2 per r3 da r-1 ,che corrisponde al termine -1 nella progressione aritmetica estesa.
L’invenzione dei logaritmi

L’invenzione vera e propria dei logaritmi è da attribuire senz’altro allo scozzese JOHN NAPIER (1550-1617),interessato a trovare un metodo che semplificasse i calcoli di balistica e di astronomia.Napier,decise di volgere il proprio interesse alla Trigonometria sferica per cui si occupò dei logaritmi dei seni.                                             

 La parola " logaritmo " , coniata da Napier deriva dalle due parole greche "logos "(ragione o rapporto) e “arthmos” (numero) e significa “numero del rapporto”
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    John Napier ( Merchiston Castle 1550- Edimburgo 1617)
Napier probabilmente per la sua teoria aveva trovato ispirazione riflettendo sulla serie delle potenze successive di un dato numero, argomento già in precedenza considerato, in modo particolare dal tedesco Micheal Stifel (1486? - 1564) nell'opera "Arithmetica integra". Nel 1614 Napier pubblicò “ Mirifici logarithomorum canonis desriptio” 
( Descrizione della regola meravigliosa dei logaritmi) seguita nel 1619 dal libro “Mirifici logarithomorum canonis constructio” in cui esponeva i metodi da lui usati nella costruzione delle sue tavole.
C'è da dire, comunque, che in Napier non c'era l'idea di un sistema di logaritmi.
Una differenza tra i logaritmi di Napier e i logaritmi come li conosciamo noi, è che per i primi non vale la regola che il logaritmo di un prodotto ( rispettivamente di un quoziente ) è sempre uguale alla somma  (rispettivamente la differenza ) di logaritmi.
Nel 1625 Henry Briggs fece visita a Napier in Scozia per discutere sulle possibili modificazioni da introdurre nel metodo dei logaritmi. E' chiaro che era prima di tutto necessario stabilire la base e il "punto di partenza".
Stabilirono che log10 1 = 0   e  log10 10 = 1  . Partendo da questi dati iniziali e utilizzando le proprietà delle potenze  Briggs calcolò altri logaritmi mediante successive estrazioni di radici, diversamente da quanto fatto da Napier.

Nel 1617 , anno della morte di Napier , Briggs pubblicava " Logarithmorum chilia prima" cioè i logaritmi dei numeri da 1 a 1000.
Pìù o meno negli stessi anni di Napier  un costruttore svizzero di orologi e strumenti di misura (e assistente di Kepler a Praga) Jobst Bürgi(1588) lavorò sui logaritmi, e non è da escludere che lo avesse fatto circa 6 anni prima di Napier. Tuttavia  Bürgi pubblicò i risultati sei anni dopo di Napier, ma la linee seguite dai due autori erano molto simili.
L'invenzione dei logaritmi fu accolta con entusiasmo da Keplero, perchè fornivano agli astronomi uno strumento per effettuare con facilità i loro calcoli.

Oggi con l'avvento delle moderne e potenti calcolatrici scientifiche, i logaritmi hanno certamente perso molto della loro tradizionale importanza: é infatti evidente che, come strumento di calcolo basato sull'utilizzazione delle tavole, essi sono completamente superati.
Tuttavia i concetti di logaritmo e di funzione logaritmica, soprattutto con riferimento alla base e=2,718... dei logaritmi naturali o neperiani, conservano e conserveranno sempre tutta la loro rilevanza teorica e scientifica. Basti pensare infatti, alla frequenza  con cui la funzione logaritmica  in correlazione con la funzione esponenziale , appare nell'ambito della matematica e nell'interpretazione dei fenomeni fisici, chimici, ecc. 

Definizione di logaritmo

Ogni equazione nella quale l’incognita compare all’esponente si dice equazione esponenziale.

L’equazione ax=b con a>0 e x
[image: image27.wmf]Î

R  si dice equazione esponenziale elementare e risolverla significa determinare il valore da assegnare all’esponente affinché la potenza ax sia uguale a b. Tale soluzione si indica con x= logab e si legge logaritmo in base a di b. 

Osservazioni:

· Poiché a>0  ax>0 con xєR quindi affinché l’equazione data abbia soluzione occorre che b sia positivo.

· Se a=1  e b=1 ( 1x=1)  l’equazione avrebbe infinite soluzioni 

· se fosse b≤0 oppure a=1 e b≠1 l’equazione sarebbe impossibile.
Graficamente, cercare le soluzioni dell’equazione esponenziale elementare significa determinare le intersezioni della funzione y=ax con la retta y=b.

Se consideriamo per esempio a>1 avremo:

· [image: image28.png]



· se b>0 si ha un’intersezione e quindi l’equazione ha una soluzione reale

· se b=0 oppure b<0 non si hanno intersezioni e quindi l’equazione non ha soluzioni reali
Ora possiamo dare la definizione rigorosa di logaritmo:

Dati due numeri reali positivi a,b con a≠1,si chiama logaritmo in base a di b l’esponente x da assegnare alla base a per ottenere il numero b (b si dice argomento del logaritmo).
 Proprietà dei logaritmi

· Dalla definizione si ha:
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· Il logaritmo del prodotto di due numeri è uguale alla somma dei logaritmi dei due numeri:

	[image: image30.png]log,,(a -b) = log,, a+ log,, b






· logaritmo di un quoziente è uguale alla differenza tra i logaritmi del dividendo e       del divisore
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· Il logaritmo dell'inverso di a è l'opposto del logaritmo di a

	[image: image32.png]log,, = = —log,, a
2






·    Il logaritmo di un numero elevato all'esponente k è uguale al prodotto  dell'esponente per il logaritmo del numero

	logmbk=Klogmb
       


Il cambiamento di base

Noto il valore di un logaritmo in una base, è semplice calcolarne il valore in un'altra base

(molte calcolatrici danno il logaritmo solo in basi 10 ed e).
Se b, x, e k sono tutti numeri reali positivi (con b ≠ 1 e k ≠ 1):
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dove k è una base qualsiasi.

Per verificare la formula del cambiamento di base si considerino le seguenti equazioni:
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	per definizione di logaritmo
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	facendo il logaritmo della precedente uguaglianza
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	semplificando dal lato sinistro (vedi più avanti nel paragrafo Proprietà dei logaritmi)
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	dividendo per logk b entrambi i membri della precedente uguaglianza


Dalla formula del cambiamento di base, ponendo k = x, abbiamo una relazione che può essere utile:
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                           Le basi più comuni

Anche se in linea di principio i logaritmi possono essere calcolati in qualunque base (diversa da 1), quelle più utilizzate sono tre:

· base 10 (logaritmi decimali o volgari o di Briggs), usati per le operazioni di calcolo; li si indica con log10, più genericamente con log, più raramente con Log.

· base e (logaritmi naturali o neperiani), usati in analisi infinitesimale; li si indica con ln, più raramente con log (quando, dal contesto, la base a cui ci si riferisce è chiara).

“e” è un numero irrazionale, detto costante di Nepero ,definito come il valore a cui 
tendono ,al crescere di n, i termini della successione :
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il valore di “e” approssimato alla settima cifra decimale è : 2,7182818.
Essendo 2<e<3 il grafico della curva y=ex è compresa tra quella di y=2x e quella della y=3x. 
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· base 2 (logaritmi binari), usati soprattutto nell'analisi della complessità computazionale, nella teoria dei codici e nella teoria dei segnali; li si indica con log2, più raramente con log (quando, dal contesto, la base a cui ci si riferisce è chiara).

Funzione logaritmica

Si chiama funzione logaritmica ogni funzione del tipo:

                      y=logax , con a>0 ,a≠1 e x
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1. La funzione logaritmica è l’inversa della funzione esponenziale,perciò dominio  e codominio risultano scambiati rispetto a quelli di quest’ultima.                                                  Il grafico della funzione logaritmica si ottiene da quello della funzione esponenziale per simmetria rispetto alla bisettrice del primo e del terzo quadrante. 

                  [image: image42.png]y=1og(x,a)





2. Mentre per la funzione esponenziale l’asintoto era l’asse x di equazione y=0,  per quella logaritmica sarà l’asse y di equazione x=0

3. Poiché il dominio della funzione è  D:  Xє R+-{0}, il grafico  sarà tutto a destra dell’asse y.

4. Poiché per X=1 è Y=0 il grafico della funzione interseca l’asse x nel punto P(1,0)

5. Poiché a>0 e a≠1 si distinguono due casi:   a>1 e  0<a<1

Caso a>1
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La funzione è crescente in quanto aumentando i valori dell’ascissa(x) aumentano i corrispondenti valori dell’ordinata(y).
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    x1<x2 
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 logax1<logax2 

· Per x>1, la y assume valori positivi e cresce al crescere della X 

· Per 0<X<1, la Y assume valori negativi , e quando alla X si attribuiscono valori sempre più  prossimi allo zero , i corrispondenti valori della Y risultano,in valore assoluto sempre più grandi. 

· Se in uno stesso piano cartesiano rappresentiamo y=logax con aє{2,3,4}(v.grafico seguente) possiamo osservare che all’aumentare della base a la funzione cresce più lentamente.
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Caso 0<a<1 
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1. La funzione è decrescente in quanto all’aumentare dei valori dell’ascissa diminuiscono i corrispondenti valori dell’ordinata.          
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2. per X >1, la Y assume valori negativi e decresce al crescere della X    
3. per 0< X<1, la Y assume valori positivi e crescenti e quanto più la x si avvicina a 0 tanto più tali valori risultano elevati, in prossimità di  x=0 la funzione tende a +∞.
Se nello stesso piano cartesiano rappresentiamo  y=logax con aє
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 (v.grafico successivo ) possiamo osservare che all’aumentare della base la funzione decresce più rapidamente.
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Se confrontiamo i grafici della funzione logaritmica y= logax e 
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si può osservare che i grafici risultano simmetrici rispetto all’asse x positivo (ricordiamo che per la funzione esponenziale in situazione analoga si verificava una simmetria rispetto all’asse y positivo).
LA SCALA LOGARITMICA

Definizione di scala

Un grafico è una rappresentazione visiva, particolarmente utile ed efficace delle funzioni. Una funzione y=f(x), richiede, per la sua rappresentazione grafica, due assi di riferimento, preferibilmente ortogonali, sui quali si riportano i valori della x (asse orizzontale) e della y (asse verticale). Ogni asse è graduato, cioè è suddiviso in tanti valori numerici e tale suddivisione prende il nome di scala graduata. Ovviamente il grafico della funzione dipende dalle unità di misura scelte sugli assi del riferimento cartesiano . Per esempio il grafico di y=x è la bisettrice del primo e del terzo quadrante solo se per i due assi cartesiani scegliamo la stessa unità di misura, diversamente se l’unità di misura dell’asse y fosse il doppio di quella dell’asse x, il grafico della funzione sarebbe sempre una retta ma inclinata diversamente rispetto all’asse delle ascisse. La scelta dell’unità di misura, è arbitraria e dipende dall'intervallo di valori da rappresentare per ciascuna variabile. È importante tener presente che lo scopo del grafico è quello di rendere evidente la dipendenza di una quantità da un’altra e pertanto tale leggibilità richiede quasi sempre la scelta di scale appropriate, quasi mai monometriche.
La Scala lineare è quella in cui ciascun intervallo di graduazione ( o distanza tra due tacche consecutive ), è costante. Vi sono molti casi in cui il suo utilizzo è reso impossibile a causa della grande variabilità delle grandezze da rappresentare. In tali casi si è costretti a ricorrere a scale non lineari, tra le quali quella più largamente usata è la scala logaritmica.
La scala logaritmica

In generale una scala descrive il rapporto tra due grandezze. La scala logaritmica si differenzia dalla scala lineare per il fatto che la proporzionalità tra le due grandezze non è costante, ma ha un andamento appunto logaritmico. 

La tabella seguente evidenzia la diversa corrispondenza tra due grandezze X e Y legate da una relazione lineare e logaritmica:

	Scala lineare    
	Scala logaritmica

	Y
	X
	Y
	X

	1
	1
	1
	10

	2
	2
	2
	100

	3
	3
	3
	1000

	...
	...
	...
	...

	n
	n
	n
	10n


La scala logaritmica permette la rappresentazione delle sole misure positive della grandezza che intendiamo visualizzare. 

Man mano che le misure delle grandezze si avvicinano a zero, i corrispondenti valori dei logaritmi tendono a − ∞. 

In altre parole, la scala logaritmica dilata la rappresentazione grafica dei valori (positivi) piccoli, ma, nel contempo, comprime la rappresentazione grafica dei valori grandi. Infatti, quando le misure delle grandezze che intendiamo visualizzare assumono valori sempre più grandi, anche i corrispondenti valori dei logaritmi tendono ad aumentare, ma i loro punti immagine sulla scala logaritmica risultano via via più ravvicinati.
La scala logaritmica è utilizzata per riportare in un singolo grafico valori molto diversi fra loro senza ricorrere a disegni molto grandi o poco precisi. Essa viene utilizzata per lo studio di numerose grandezze fisiche ad esempio: la magnitudine degli oggetti celesti è calcolata come il logaritmo dell'intensità della luce che emettono, l'acidità di una soluzione (il pH) è legata al logaritmo del numero di ioni di idrogeno liberi, i decibel misurano in scala logaritmica il guadagno o la potenza in un circuito amplificatore dell'intensità sonora. 

L’ inventore della scala logaritmica fu  Edmund Gunter.

[image: image53.jpg]



Per comprendere in modo più pratico l’utilità della scala logaritmica possiamo considerare per esempio la vita di un uomo che muore a 100 anni, se rappresentiamo la sua vita su scala lineare con 5 cm corrispondenti ad un anno ci servirebbe un foglio di 5 metri(5•100= 500cm= 5m). Utilizzando una scala logaritmica possiamo dire che: poiché Log10100=2 per rappresentare 100cm possiamo prendere 2cm, quindi 500cm =5•100cm saranno rappresentati da 5•2= 10cm.
Esempio di scala logaritmica:

questa riportata sotto è una scala logaritmica, grazie ad essa possiamo rappresentare numeri molto piccoli e troppo grossi senza bisogno di rappresentarli realmente.
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Costruzione della scala logaritmica
Una scala logaritmica è generalmente un segmento ai cui estremi vengono riportati i valori 1 a sinistra e 100 a destra.


       

I valori numerici segnati sono disposti a distanza dall’estremo sinistro proporzionali ai logaritmi di tali valori.

Le scale logaritmiche cominciano con 1 perché il log101=0 e quindi 1 è posto a distanza 0 dall’origine.

Il numero 2 sarà posto a distanza log102 dall’origine, il numero 3 sarà posto a distanza log103 dall’origine e così via.

Notiamo che la distanza dal punto 3 al punto 1, non è, nella scala logaritmica, il doppio della distanza del punto 2 da 1. 

 O                         A              B
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OB= (log103)u  ,  OA=(log102)u      se fosse  OB=2*OA allora  OB=2log102 = log104 ≠ log103

Per costruire un regolo proporzionale a una scala logaritmica occorre procedere come segue:

1. si segna 1 nell’estremo sinistro

2. si segna 100 nell’estremo destro

3. si prende il punto medio tra 1 e 100 e lo si chiama 10 
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4. si prende il punto medio tra 1 e 10 e lo si chiama √10 
[image: image57.wmf]@

3,162 

     
[image: image58.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

@

=

162

,

3

10

log

10

log

2

1

10

10

                              

5. si prende il punto medio tra 10 e 100 e lo si chiama 10√10
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6. si procede prendendo il punto medio tra 1 e √10 e così via
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La costruzione fatta corrisponde all’applicazione delle proprietà dei logaritmi log(ab)=loga+logb

Le scale logaritmiche possono essere:

1. semplicemente logaritmiche: sull’asse delle ascisse viene posta la scala lineare, su quella delle ordinate una scala logaritmica. Questo sistema di riferimento viene utilizzato per realizzare grafici del tipo y=ABx .
 Per esse si ha, applicando i logaritmi, log y=logA+ xlogB posto z=logy si ottiene: z=logA+xlogB (equazione di una retta).

Es. Consideriamo y= 2x  applicando i logaritmi  avremo log10y=xlog102  posto z=log10y Si ottiene z=xlog102
Grafico in scala lineare:
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Grafico in scala semplicemente logaritmica


[image: image65.emf]z=xlog2

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

1,8

0 1 2 3 4 5 6

x


doppiamente logaritmiche: su entrambi gli assi vengono usate scale logaritmiche. Questo sistema di riferimento viene utilizzato per realizzare grafici del tipo y=AxB A>0, x>0. Applicando i logaritmi si ha: logy=logA+Blogx posto z=logy k=logx si ha la retta z=logA+kB
es.  Consideriamo 
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  applicando i logaritmi 
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 posto z= log10y e k= log10x  otteniamo  z=log103+1,5k
Grafico in scala lineare
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Grafico in scala doppiamente logaritmica   
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Applicazioni del modello logaritmico e della scala logaritmica

Applicazione nel suono
Si definisce suono la propagazione di energia meccanica in un fluido per onde generate da un corpo in vibrazione.L'orecchio umano percepisce la pressione sonora in maniera logaritmica anziché lineare e dunque risulta conveniente esprimere le grandezze legate all'ampiezza del suono in un'unità di misura logaritmica: il decibel. Il decibel (simbolo dB) è un’unità di misura di tipo logaritmico che esprime il rapporto fra due livelli di cui uno, quello al denominatore è preso come riferimento.

Il decibel relativo ad una grandezza di suono X generica viene espresso nella forma:

dBX = 10•log10(X/X0)

dove X0 è il valore di riferimento fissato.

Se per esempio la grandezza che consideriamo è X=1000 e il nostro valore di riferimento è X0=10, passando da X0 a X otteniamo un incremento in dB espresso dalla formula seguente:

dBX = 10*log10(1000/10) = 20 dB

L'uso del dB come unità di misura dell'intensità ha i seguenti vantaggi: 

· il dB è la più piccola differenza di energia sonora che può venir percepita dall'orecchio umano; 

· la notazione logaritmica è giustificata dal fatto che la sensazione acustica (legge di Weber-Fechner) è proporzionale al logaritmo dell'energia di eccitazione; 

· i limiti di variabilità delle pressioni acustiche sono molto ampi e l'uso dei logaritmi facilita la notazione dei valori.

L'apparato uditivo umano è sensibile alle variazioni di pressione atmosferica e tramite un complesso sistema meccanico, chimico e nervoso le traduce in variazione di segnali elettro-chimici che viaggiano verso il cervello.

Al raddoppio dell'intensità del suono non avvertiamo il raddoppio della sensazione di volume, ma molto di meno.
Se P' è la pressione standard di 0,0002 microbar (approssimativamente corrispondente alla soglia audio, cioè al minimo segnale rilevabile dal nostro orecchio)e P la pressione di un suono,il livello della pressione sonora espressa in decibel è data da :
     L=10 log10 (P2/P'2)     cioè             L=20 log10 (P/P')
 Per le proprietà dei logaritmi, sappiamo che:

log (ab) = log a + log b

log (a/b) = log a - log b

per cui, se nell'appartamento accanto il nostro c'è una festa e il rumore raggiunge la pressione P2 mentre nella nostra stanza il volume della tv raggiunge una pressione P1 avremo che la differenza in pressione fra le stanze adiacenti, espressa in decibel, sarà pari a:

L1-L2= 20log (P1/P') - 20 log (P2/P') = 20 log (P1/P2)

In genere l'orecchio è capace di rilevare differenze solo oltre i 3dB. 

Oltre i 130dB avvertiamo dolore, mentre una esposizione continua (per esempio negli impianti industriali) a intensità superiori agli 80dB finisce per danneggiare l'udito in maniera irreversibile.

APPLICAZIONE NELLA FINANZA
In finanza l’ ultimo ritrovato per scovare gli evasori, è collegato con i logaritmi ed è opera del matematico MARK NIGRINI(1992) che ha a sua volta utilizzato una legge scoperta nel 1881 dal matematico SIMON NEWCOMB, poi formalizzata dal fisico FRANK BENFORD nel 1938.

Newcomb aveva notato che nella biblioteca della Università le tavole dei logaritmi, allora molto utilizzate, erano più consumate all’ inizio che alla fine  e ne dedusse che i numeri utilizzati nei calcoli dai suoi colleghi iniziavano più spesso con uno che con due, con due che con tre e così via.

Da questa osservazione ricavò una legge empirica di distribuzione dei numeri utilizzati dagli scienziati che si può riassumere nella formula: 

      

        Probabilità (che la prima cifra del numero sia d) = Log10
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Dove d indica una delle cifre da 1 a 9 .

Benford mise alla prova la formula utilizzando i più disparati insiemi di dati numerici.

Notò così che non tutte le tabelle di dati obbediscono alla legge: i dati  più ordinati, ad esempio la tavola contenente i quadrati dei numeri , non rispetta la legge, mentre le tabelle più disomogenee la soddisfano quasi del tutto.

Nigrini ha poi trovato un utilizzo della legge di Benford elaborando dei programmi che permettono di individuare distribuzioni numeriche sospette nelle dichiarazioni dei redditi: infatti quando una persona cerca di inventare una sequanza di numeri casuali per simulare la sua situazone finanziaria, ottiene invece dei numeri molto correlati tra loro. In questo modo gli evasori producono delle dichiarazioni dei redditi che analizzate evidenziano notevoli deviazioni dalla legge di Benford. Quindi per sapere se l’evasore ha compilato onestamente la dichiarazione dei redditi basta controllare la frequenza delle varie cifre utilizzate per scrivere i numeri.

In  ambito finanziario  la scala logaritmica è molto utilizzata. Essa è formata calcolando il logaritmo dei rendimenti, cioè della variazione di prezzo tra i vari intervalli temporali rappresentati sull’asse delle ordinate (ore, giorni, settimane, ecc.). 
Per rappresentare i grafici dei titoli si utilizzano sia le scale aritmetiche che quelle logaritmiche. 
Nella maggior parte dei casi i grafici che si trovano sui testi o nei principali siti finanziari utilizzano scale di misurazione aritmetiche, indipendentemente dalla percentuale di variazione del prezzo.
Esempio di utilizzazione delle scale aritmetiche e logaritmiche: si noti come nel grafico che segue in scala aritmetica il calo da 40 a 30 euro (10/40=25%) ha la stessa estensione verticale del calo titolo che da 15 passa a 5 euro (10/15=66.7%).
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Nelle scale aritmetiche a variazioni percentuali  diverse del prezzo, corrispondono uguali variazioni di distanza sull' asse y (questo perché vengono rappresentate sull’asse y solo le variazioni assolute dei prezzi). 
Si noti come lo stesso grafico, visualizzato secondo una scala logaritmica, appaia completamente differente: a variazione percentuale diversa corrisponde un’estensione verticale diversa. 
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La scelta della scala viene quindi fatta anche in relazione agli obiettivi d’indagine.

APPLICAZIONE NEI TERREMOTI

L’intensità misura la grandezza di un terremoto attraverso gli effetti sull’uomo, sulle costruzioni, sull’ambiente. Pertanto in luoghi diversi, per uno stesso terremoto, essa assume valori differenti e ciò deriva dal fatto che gli effetti tendono a divenire più deboli con l’aumentare della distanza dall’epicentro.

L’intensità di un terremoto viene espressa tramite la scala Mercalli.

La magnitudo misura la forza di un terremoto attraverso le registrazioni (sismogrammi) degli strumenti ed è stata definita nel 1935 dal famoso sismologo C.F. Richter come misura oggettiva della quantità di energia elastica emessa durante il terremoto. La magnitudo esprime la grandezza di un terremoto attraverso la misura dell’ampiezza massima della traccia registrata dal sismografo. Il sismografo è lo strumento che viene utilizzato per registrare i fenomeni sismici. Esso è costituito da una serie di elementi che consentono la rappresentazione grafica dell’ andamento del segnale sismometrico nel tempo (sismogramma). Analizzando il sismogramma si può conoscere l’ entità, la natura e la distanza del sisma dal punto dove è avvenuta la registrazione del sismogramma stesso. Il sismografo deve dunque rappresentare fedelmente il movimento del suolo oppure le grandezze(accelerazione o velocità)con le quali si può in seguito estrapolare il movimento assoluto del suolo. 

La scala della magnitudo è una scala logaritmica, per cui un aumento di una unità nelle magnitudo corrisponde a un aumento di un fattore 10 nell’ampiezza del movimento della terra, e a una liberazione di energia circa 30 volte maggiore. La magnitudo è un parametro indipendente dagli effetti che il terremoto provoca sull’uomo e sulle costruzioni; essa permette di confrontare tra loro eventi sismici avvenuti nelle diverse parti del mondo ed in tempi differenti. 

I terremoti più piccoli percettibili dall’uomo hanno una magnitudo intorno a 2,5, mentre quelli che possono provocare danni alle abitazioni e vittime hanno generalmente una magnitudo superiore a 5,5.

            [image: image73.emf]
Nella definizione data da Richter, la magnitudo ML di qualsiasi terremoto è data dal logaritmo della massima ampiezza della traccia con cui un sismografo a torsione di 
Wood-Anderson calibrato in maniera “standard” (cioè con amplificazione 2.800 volte, periodo proprio 0,8 secondi, costante di smorzamento 0,8) registrerebbe l’evento se questo si fosse verificato a una distanza epicentrale di 100 km.

Per i terremoti a 100 km di distanza, la formula è dunque:
                                                        ML= log10 A
 dove ML è appunto la magnitudo Richter, o magnitudo locale, ed A è l’altezza massima della sinusoide sul sismogramma da 0 fino al picco, in mm. La magnitudo di terremoti che avvengono a distanze epicentrali diverse da 100 km può essere calcolata solo se si conosce la legge di attenuazione dell’ampiezza delle onde sismiche con la distanza epicentrale.

	X
	Y

	101 =10,00
	1

	103/2 =31,62
	1,5

	102 =100,00
	2

	105/2 =316,23
	2,5

	103 =1000,00
	3

	107/2 =3162,28
	3,5

	104 =10000,00
	4

	109/2 =31622,78
	4,5

	105 =100000,00
	5


Per calcolare la magnitudo occorre conoscere l’altezza del picco più alto registrato da un sismografo e la distanza esistente tra il sismografo e l’epicentro del terremoto. 

 [image: image74.emf]
Il procedimento per il calcolo della magnitudo locale è il seguente:
1. si misura la distanza sino all’epicentro usando l’intervallo di tempo tra le onde P ed S

 (S-P= 25 sec.)

2. si misura la massima ampiezza della traccia d’onda sul sismogramma ( 10 mm.)

3. si traccia una linea retta che congiungente i punti appropriati sulla scala delle distanze ( a sinistra) e delle ampiezze per ottenere la magnitudo ML= 5,0
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Nella scala logaritmica abbiamo:
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Osserviamo che nella scala logaritmica la relazione tra il valore della scala Richter e l’ampiezza della traccia del sismografo è di tipo lineare.

APPLICAZIONE NELLA CHIMICA
È possibile esprimere la concentrazione dello ione idrogeno (in pratica l’acidità o la basicità di una sostanza) mediante l’introduzione di una funzione che eviti l’uso di numeri molto piccoli. Questa è la scala del pH, metodo largamente usato per misurare la basicità o l’acidità di una sostanza. Il pH di una soluzione è definito come l’opposto del logaritmo in base 10 della concentrazione dello ione idrogeno:

                                                    pH = − log [H+]

Si osserva che il calcolo di un logaritmo è incorporato nelle definizione stessa della misura del pH. Occorre poi saper interpretare correttamente i dati numerici: se il pH di una soluzione passa dal valore 6 al valore 5, questo significa che la concentrazione di ione idrogeno risulta decuplicata (essendo passata da 10-6 a 10-5). 
Il pH  misura la basicità o acidità dell'acqua. I valori vanno da 0 a 7 per l'acidità e da 7 a 14 per la basicità. Il valore 7 di separazione rappresenta un'acqua neutra. 
[image: image78.jpg]oIpos |
ey o

14

13

12

eveuowwef

11

10

eesp
enboe

scala del pH
78 9

3

e

in

Suow
1P 03005,

o2upyiol>
oppe
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Scala del pH

Tanto più ci si avvicina a 0, tanto più la sostanza in questione è definita acida; andando verso il 14 ci si muove in ambiente basico o alcalino. La condizione di neutralità prevede valori di pH a 7.
L'acqua è una sostanza neutra (pH7).Il nostro sangue normalmente ha un pH che si aggira intorno al 7,4 quindi leggermente alcalino, ma anche tutti gli alimenti che normalmente assumiamo con la dieta hanno una carica acida o basica.

    Il pH fu introdotto, nel 1909, dal biochimico danese Sørensen il quale stava affrontando alcuni problemi relativi al processo di fermentazione della birra. Questo processo richiede un controllo molto accurato dell'acidità dei mosti la quale, a quel tempo, veniva espressa attraverso la concentrazione degli ioni H+ presenti in soluzione.
 Questi ioni, normalmente, sono in quantità molto piccola e vengono indicati, usando le parentesi quadre, per simboleggiare le concentrazioni molari, attraverso espressioni del tipo:                  

[H+] = 10-5 mol/l
che significa che in un litro di acqua vi è un centomillesimo di mole di ioni H+. La mole è una grandezza molto usata in chimica e corrisponde a circa seicentomila miliardi di miliardi di particelle, il famoso numero di Avogadro (6,022·1023mol-1). 

Sørensen si rese immediatamente conto che i calcoli si sarebbero di molto semplificati facendo riferimento al solo esponente del valore della concentrazione, anziché a tutto il numero. Propose quindi di chiamare questo esponente pH: dove p sta per potenza (cioè esponente del 10) e H sta per idrogeno (o meglio, per ione idrogeno).  

Oggi il pH viene definito come già detto sopra, il logaritmo negativo, in base 10, della concentrazione molare degli ioni idrogeno:
pH = - Log [H+]
e poiché il logaritmo negativo di un numero si chiama cologaritmo, possiamo anche scrivere:  

pH = Colog [H+]

APPLICAZIONE NELL’ASTRONOMIA
I logaritmi, in astronomia, vengono utilizzati nella definizione di magnitudine di una stella.

Il primo a parlare di magnitudine stellare fu Ipparco di Nicea (190a.C-127a.c.?). Egli definì di prima grandezza le stelle più luminose, di sesta quelle appena percettibili. Le stelle di seconda grandezza erano circa 2 volte e mezza più deboli di quelle di prima.                                       

Questo sistema venne copiato, nel 140 d.C. circa, da Tolomeo per il suo elenco di stelle. Il suo lavoro rimase, fino al 1400 circa, il testo astronomico di riferimento. Galileo portò il primo cambiamento quando con il suo nuovo strumento, il telescopio, puntato sulle stelle si accorse che esistevano stelle più deboli di quelle "di sesta magnitudine" indicate da Tolomeo.
 La scala delle magnitudini divenne senza limiti. Come i telescopi aumentarono di dimensioni e migliorarono, nuove magnitudini vennero aggiunte in fondo alla scala. 
Dalla metà del XIX secolo, gli astronomi si resero conto della necessità di classificare l'intera scala delle magnitudini. 
Nel 1856, l'astronomo di Oxford Norman R. Pogson propose che la differenza di 5 magnitudini potesse coincidere esattamente ad un rapporto di luminosità di 100 ad 1,  facilitazione che venne rapidamente introdotta.Si  divise cosi’ 100 in 5 parti tra loro in proporzione geometrica, ovvero in modo che rimanesse costante il rapporto tra una parte e quella immediatamente precedente.                                                     Una magnitudine quindi, corrisponde ad una differenza di luminosità pari esattamente alla radice quinta di 100, valore molto prossimo a 2,512 e noto come rapporto di Pogson. 
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Così prendendo questo numero come base dei logaritmi,  che chiameremo logaritmi stellari, scriviamo la progressione:
1, 2,512; 6,310; 15,849; ...... 
I numeri indicati rappresentano le successive potenze di 2,521
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Da quest'ultima sequenza si vede che i successivi numeri naturali che vengono utilizzati per la magnitudo non sono altro che  gli esponenti ( cioè i logaritmi) a cui bisogna elevare la base 2,512…per ottenere il valore della luminosità di una stella.  La scala delle magnitudini che ne risultò era logaritmica. 
	Il significato di magnitudini

	Questa differenza
in magnitudine...
	...significa questo rapporto
di luminosità

	0
	1 a 1

	0,1
	1,1 a 1

	0,2
	1.2 a 1

	0,3
	1,3 a 1

	1,0
	2,5 a 1

	1,5
	4,0 a 1

	2
	6,3 a 1

	2,5
	10 a 1

	3
	16 a 1

	4
	40 a 1


	5
	100 a 1

	6
	251 a 1

	7,5
	1.000 a 1

	10
	10.000 a 1

	15
	1.000.000 a 1

	20
	100.000.000 a 1


Pogson, intorno alla metà dell’Ottocento, intuì quale fosse la correlazione fisica che intercorre fra il flusso di luce che proviene da una stella e la sensazione recepita dai nostri occhi.

Tale correlazione veniva indicata dalla legge psicofisica di Fechner e Weber la quale stabilisce che l’intensità di una sensazione avvertita coscientemente è proporzionale al logaritmo dell’intensità dello stimolo che la produce, quindi è meno intensa di esso.

Gli organi di senso sono in grado di ridurre l’intensità degli stimoli secondo il loro logaritmo. Se non avessimo questa capacità selettiva rimarremmo accecati dalla luce e 
assordati dal suono di una sirena. Quindi, mentre l’intensità dello stimolo cresce in progressione geometrica, quella della sensazione cresce solo in progressione aritmetica.

 La legge di Fechner e Weber, applicata al caso delle stelle, assume la forma seguente:   

m = k · log10 J

dove m (magnitudine) è l'immagine di una stella che si forma nel nostro occhio e rappresenta quindi la sensazione, mentre J è la quantità di energia luminosa che incide sul recettore, cioè è lo stimolo; k è una costante di proporzionalità.  

L'antica classificazione assume , con la proposta di Pogson, un aspetto più rigoroso che può essere anche espresso attraverso la seguente formula:  

m1 - m2 = k · Log (J1/J2)

dove con m1 - m2 è indicata la differenza di magnitudine di due stelle le cui intensità luminose siano rispettivamente J1 e J2. Questa formula ci consente, qualora siano noti i valori delle intensità luminose di due stelle qualsiasi, di definire il valore di k.

La formula di Pogson, attraverso la misura esatta dei flussi luminosi delle singole stelle, consente di andare al di là delle sei classi di grandezza considerate dagli antichi e definire anche magnitudini di valori non interi. Con l'uso dei telescopi più potenti oggi è possibile fotografare stelle fino alla 24ª magnitudine, e con i telescopi spaziali si può giungere fino alla 29ª magnitudine, cioè è possibile vedere oggetti luminosi che inviano meno luce, agli apparecchi riceventi, di quanta ne invierebbe una candela accesa sull'altra sponda dell'Oceano Atlantico. 

Sempre con la formula di Pogson, è possibile attribuire alle stelle più brillanti, che gli antichi classificavano indiscriminatamente di 1ª grandezza, magnitudini prossime a zero e anche negative. Così a Sirio, la stella più brillante del firmamento, oggi viene attribuita magnitudine -1,46 e a Vega 0,04. La scala vale ovviamente per qualsiasi corpo che brilli in cielo, e quindi non solo per le stelle. Venere, ad esempio, al momento del suo massimo splendore, ha magnitudine -4,4; la Luna piena è un astro di magnitudine -12,7 e il Sole ha magnitudine -26,7. 
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