Rettangoli isoperimetrici in ambiente Cabri

L’attività che prendiamo in considerazione è stata proposta e realizzata in due prime classi di liceo scientifico che seguono un corso sperimentale PNI (Piano Nazionale dell’Informatica). In una classe (d’ora in poi classe A), quando è stato posto il problema, gli studenti erano alle prime esperienze con Cabri Gèomètre, avendolo utilizzato poche volte, soprattutto per effettuare costruzioni e poi esplorare le proprietà delle figure costruite. Nell’altra classe (d’ora in poi classe B), invece, gli studenti erano molto più esperti, avendo utilizzato Cabri in diverse attività di esplorazioni di situazioni geometriche anche relativamente complesse per l’età e per le conoscenze degli studenti. Sia nella classe A, sia nella classe B, gli studenti hanno lavorato a coppie (solo in un caso in un gruppo di 3, essendo presenti un numero dispari di studenti) in aula di informatica, con la consegna di riportare su un foglio di carta le varie strategie messe in opera per risolvere il problema. Una coppia di studenti della classe A è stata videoregistrata.

Quello proposto è  un problema classico, che è stato formulato come segue nella classe A :

Considerate un insieme di rettangoli che hanno perimetro costante, per esempio perimetro uguale a 12. Che cosa potete dire della loro area?
Nella classe B, invece la formulazione è stata leggermente differente:

Che cosa potete dire sui rettangoli che hanno perimetro costante?
La formulazione aperta del problema è ovviamente voluta: a nostro avviso i problemi aperti
 spingono in modo naturale gli studenti a effettuare attività di esplorazione, osservazione e quindi favoriscono la produzione di congetture, motivando alla loro validazione, a maggior ragione quando vengono affrontati in ambienti dinamici come Cabri Gèomètre che potenziano notevolmente la possibilità di esplorare situazioni e osservare cambiamenti e invarianti. In effetti il testo del problema proposto nella classe A è meno aperto di quello del problema assegnato alla classe B. Tale scelta è stata determinata soprattutto dal fatto che gli studenti erano alle prime esperienze con Cabri: ci è quindi sembrata più ragionevole una formulazione che suggerisse l’oggetto di ricerca ed esplorazione.

In entrambi i casi il foglio di lavoro stesso, come appare nella figura che segue, è stato costruito dall’insegnante, per evitare che, almeno inizialmente, gli studenti fossero costretti a concentrarsi eccessivamente su quei dettagli tecnici che avrebbero potuto distogliere la loro attenzione dalle specifiche caratteristiche matematiche del problema.
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Figura 1

Come suggerisce la figura 1, il segmento AB rappresenta il semiperimetro del rettangolo. Il punto P, che è stato vincolato a muoversi su AB, determina i due segmenti AP e PB, che possono rappresentare le dimensioni di un rettangolo di perimetro 12. 

È possibile costruire il rettangolo colorato in nero effettuando le seguenti operazioni, dopo aver costruito il segmento AB, preso su di esso un punto P, costruito i segmenti AP, PB e determinato le misure di AP, PB e AB: 

a) tracciare la semiretta di origine A su cui trasportare la misura di AP 

b) tracciare la perpendicolare ad AP per P

c) tracciare la semiretta di origine P giacente sulla perpendicolare tracciata in b) e poi trasportare su di essa la misura del segmento PB,

d) tracciare la perpendicolare per B a PB

e) tracciare la perpendicolare per A ad AP

f) segnare il punto Q di intersezione delle due rette costruite in d) e in e)

g) costruire, con il menu “poligono”, il poligono  APBQ che, per la costruzione effettuata, è un rettangolo

h) nascondere tutti gli oggetti tranne i segmenti AB, AP e PB e il rettangolo APBQ

i) colorare il rettangolo con lo strumento “riempimento”

A questo punto lo studente, invitato a trascinare il punto P su AB, vede il rettangolo che si modifica, mantenendo il perimetro costante, mentre la sua area varia assumendo, nei casi limite in cui P coincide con A o con B, il valore 0 (figura 2). 
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Figura 2

Le prime osservazioni sono effettuate a livello puramente percettivo. Gli studenti si limitano a osservare che se si muove P allora il rettangolo si muove.

Il passaggio dal piano percettivo a quello relazionale (ossia l’osservare che l’area o altre grandezze del rettangolo dipendono dalla posizione di P, e quindi dalla lunghezza di AP, mentre il perimetro non dipende dalla posizione di P) è  successivo e ottenuto con modalità spesso differenziate da studente a studente e dipendenti anche dall’esperienza che gli studenti hanno nel lavoro con Cabri e dalla formulazione più o meno aperta del problema. Per esempio, nella classe A le esplorazioni si sono subito concentrate sull’area, mentre nella classe B hanno riguardato anche le misure dei lati, talvolta della diagonale, spesso quelle degli angoli come invarianti. Le esplorazioni degli studenti della classe A sono state, inizialmente, molto più statiche; osservando con attenzione la videoregistrazione delle attività di uno dei gruppi di lavoro l’insegnante ha scritto, per esempio, la seguente annotazione:

“Mentre Alessio trascina il punto P e il rettangolo si deforma, Ettore dice Partiamo dall’ipotesi che i rettangoli avessero tutti stessa area. Alessio continua a trascinare ed Ettore scrive sul quaderno A = l1*l2 e prova con numeri diversi e solo provando con i numeri si accorge che le aree variano (anzi, chiede all’insegnante una calcolatrice per fare delle prove e Alessio, che abbandona spesso il trascinamento per vedere che cosa fa Ettore, lo sostiene nella richiesta). Lavorano molto sul foglio prima di passare a trascinare di nuovo. Si accorgono dei casi di area 0 nell’esplorazione numerica effettuata sul foglio. Il trascinamento sembra fatto più per testare e verificare congetture in qualche modo formulate o preformulate o anche per osservare casi particolari, che non per osservare dinamicamente regolarità”.

Nella classe B, invece, l’uso della funzione di trascinamento è molto più marcata e dinamica, come ci si attende da studenti che possono utilizzare uno strumento così potente.

Questa differenza di comportamento caratterizza in generale gli studenti delle due classi e si rileva anche nelle strategie volte a trovare la giustificazione, del fatto in seguito osservato, che il quadrato è il rettangolo di area massima. Ciò può suggerire che l’evoluzione di Cabri da artefatto a strumento con schemi d’uso ben precisi (che sono poi quelli del trascinamento come strumento per esplorare, osservare, congetturare e testare) non è naturale, ma ha bisogno di tempo e deve in qualche modo essere sostenuta dall’azione sistematica, consapevole e mirata dell’insegnante.

Le prima osservazioni effettuate a livello prettamente percettivo possono essere arricchite dalla comparsa dei numeri che rappresentano le misure dell’area e del perimetro. Nella classe B alcuni studenti hanno autonomamente osservato, lavorando con lo strumento “animazione”
, che i numeri che indicano la misura dell’area non variano uniformemente, ma presentano una variazione sempre più veloce man mano che il punto P si sposta dal centro del segmento AB verso uno  dei due estremi A e B. Nella classe A è stato l’insegnante a suggerire agli studenti di utilizzare lo strumento animazione e di osservare attentamente che cosa accade ai numeri che indicano la misura dell’area quando si lancia l’animazione. In entrambi i casi, però, alla fine, l’osservazione sul modo in cui i numeri cambiano
 è condivisa e ritenuta significativa da tutti gli studenti delle due classi. Si sono osservati casi, sia nella classe A, sia, soprattutto, nella classe B, di studenti che tracciavano in aria gesti che indicavano schizzi della variazione dell’area; solo in un caso questi gesti sono stati riportati sul foglio di carta senza la richiesta diretta dell’insegnante. Alcuni di tali studenti, ma anche altri che non avevano mostrato di avere idee sulla rappresentazione grafica della variazione dell’area del rettangolo, hanno utilizzato lo strumento delle differenze finite
 per cercare di avere un’idea (o per testare le congetture prodotte) dell’andamento grafico della variazione dell’area. La maggior parte degli studenti che ha preso in considerazione  le differenze  prime  ha  lavorato su  una tabella del tipo seguente,  

	AP
	PB
	Area
	( Area

	0
	6
	0
	

	1
	5
	5
	5

	2
	4
	8
	3

	3
	3
	9
	1

	4
	2
	8
	– 1 

	5
	1
	5
	– 3 

	6
	0
	0
	– 5 


che, come si può notare, pur prendendo in considerazione solamente valori interi delle misure delle lunghezze dei lati del rettangolo, è sufficiente a suggerire che l’area cresce sempre meno quando la lunghezza di AP varia da 0 a 3 e decresce sempre più quando la stessa lunghezza varia da 3 a 6
. Due coppie di studenti della classe B hanno cercato di considerare anche misure espresse con numeri decimali utilizzando le misure stesse fornite in Cabri, ma hanno trovato difficoltà a causa dell’approssimazione dello strumento misura (prendendo in considerazione due cifre decimali hanno incontrato difficoltà a muovere P in modo tale che la misura di AP variasse con passo costante; con una sola cifra decimale le difficoltà erano soprattutto legate alla poca sensibilità dello strumento misura che non consentiva di associare una sola misura dell’area per ogni misura di AP). Una coppia di studenti della classe B ha utilizzato un foglio elettronico scrivendo nella prima colonna i numeri decimali da 0 a 6 varianti con passo 0,1; nella seconda colonna la formula  =6 – A1; nella terza colonna la formula = A1*B1 e nella quarta colonna, a partire dalla seconda cella, la formula = C2 – C1. In questo modo, copiando opportunamente le formule, ha ottenuto una tabella del tipo di quella vista per valori interi, ma con misure espresse da numeri decimali con una cifra dopo la virgola. In questo caso gli studenti hanno utilizzato le funzioni grafiche del foglio elettronico per ottenere la parabola che rappresenta la variazione dell’area. A questo punto dell’esplorazione tutti gli studenti erano convinti che il massimo dell’area si ottenesse per AP = 3, ossia nel caso particolare di rettangolo quadrato; la maggior parte degli studenti avevano intuito il tipo di grafico della funzione che rappresenta l’area dei rettangoli e alcuni avevano fatto alcune osservazioni sulla simmetria di questo grafico; una coppia della classe B aveva prodotto anche un disegno simile alla figura 3 qui riprodotta (si trattava, però, di uno schizzo).
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Figura 3

Diciamo quindi che la conoscenza del problema ( e della sua risoluzione) era piuttosto diffusa e solida nelle due classi. 

Per renderla ancora più solida e condivisa fra tutti gli studenti, si è utilizzato Cabri (con l’aiuto dell’insegnante, pesante nella classe A e appena accennato nella classe B) per rappresentare la variazione dell’area al variare della lunghezza di AP. Ciò può essere effettuato con le seguenti operazioni:

a) inserire gli assi cartesiani con l’opzione “mostra gli assi”

b) riportare sull’asse x la lunghezza di APe sull’asse y le misure del perimetro e dell’area

c) individuare il punto Area che ha come coordinate i numeri che rappresentano, rispettivamente, la lunghezza di AP e l’area del rettangolo

d) individuare il punto Perimetro che ha come coordinate i numeri che rappresentano, rispettivamente, la lunghezza di AP e il perimetro del rettangolo

e) utilizzare il comando “traccia” sui punti Area e Perimetro, in modo tale che, trascinando il punto P si possa ottenere il grafico della funzione Area e della funzione perimetro. 

Ciò che si ottiene è una figura simile alla Figura 4:
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Figura 4

Dopo un’attività di questo tipo tutti gli studenti sono assolutamente convinti della correttezza della soluzione trovata. Può allora essere interessante chiedere agli studenti perché il massimo dell’area si ha quando AP = 3, ossia quando il rettangolo è un quadrato. In genere la prima reazione degli studenti è quella di dare risposte equivalenti alla seguente: è così perché è così. Anzi, più si insiste, più gli studenti si disorientano e si spazientiscono: non riescono a capire che cosa l’insegnante voglia, che cosa possa pensare di trovare ancora di interessante in un problema che non si vede quali sorprese possa ancora riservare. Se si riesce a creare la giusta tensione, tra disorientamento e curiosità per capire che cosa l’insegnante si attenda, si può creare il campo per un intervento molto importante e significativo sul ruolo della giustificazione in matematica. Si tratta, in altri termini, di un’ottima occasione per avviare al pensiero teorico, al ruolo e alla funzione di una teoria come ambiente nel quale è possibile spiegare perché.  In altri termini si tratta di iniziare a lavorare sul ruolo e sulle funzioni che ha la dimostrazione in (una teoria) matematica: non convincere della validità di una congettura, ma precisare la relazione di conseguenza logica tra la congettura che si vuole dimostrare e le proposizione che sono state messe a fondamento di una teoria.  Nella classe B una coppia di studenti, dopo varie insistenze dell’insegnante di spiegare perché ha risposto: “Vede prof., se mi metto nel punto medio e mi sposto un po’ a sinistra e un po’ a destra, l’area diminuisce…” 

Questa risposta dà all’insegnante la possibilità di agire in una sorta di zona di sviluppo prossimale: “Come possiamo tradurre in simboli e quindi in termini più operativi quello spostarsi un po’ a sinistra e un po’ a destra del punto medio? 3 – x e 3 + x. Allora l’area del rettangolo è (3 – x) (3+ x), ossia 9 – x2”. A questo punto gli studenti non hanno difficoltà a riconoscere che il massimo si ha per x = 0; compito dell’insegnante è quello di cogliere l’occasione per cercare di far capire perché quella appena fornita può essere ritenuta una dimostrazione e quindi una spiegazione del perché il quadrato è il rettangolo di area massima in un insieme di rettangoli isoperimetrici. Naturalmente il significato del perché va negoziato e non imposto con autorità: si tratta di un punto nodale nel pensiero matematico che è necessario tornarvi più volte: non si può, inoltre, pretendere che tutti gli studenti possano apprezzare già alla prima occasione discorsi che sono molto raffinati e richiedono una condivisione della razionalità dell’edificio matematico.

� Questa attività è stata proposta nell’a.s. 2003 – 2004. Sarebbe quindi bene rinnovarla con alcune considerazioni legate all’uso di software oggi in commercio ( e a quei tempi non ancora realizzati), che consentono di utilizzare particolari risorse nello studio delle grandezze che variano. Se l’attività viene considerata significativa, nella fase della sua sistemazione, provvederò a integrarla con le possibilità consentite da questi software. 


� Le caratteristiche di un problema aperto sono le seguenti:


ha un enunciato corto


non induce un metodo né una soluzione


riguarda un dominio concettuale con cui gli allievi hanno una certa familiarità.





� Tale strumento consente di associare a un punto della costruzione che ha uno o due gradi di libertà una molla che gli consente di mettersi in moto; lo studente può osservare, senza bisogno di agire direttamente sul mouse, come varia la figura una volta che l’animazione è stata lanciata. In questo caso gli studenti hanno messo la molla sul punto P, libero di muoversi lungo AB.


� In effetti si tratta di informazioni entrambe importanti nello studio delle variazioni delle grandezze: innanzitutto è importante accorgersi che una grandezza varia, ma poi bisogna dire come varia, ossia se cresce o decresce e anche come cresce, ossia precisare se cresce o decresce sempre più o sempre meno.


� Gli studenti delle due classi avevano imparato, in precedenti lezioni, a utilizzare il metodo dello studio delle differenze prime per studiare se una funzione cresce o decresce e come cresce o decresce. 


�  In una classe che lavori specificamente sulle differenze finite per lo studio della variazione di grandezze si studierebbero le differenze seconde e si scoprirebbe immediatamente che l’area varia quadraticamente. La determinazione dell’espressione simbolica della funzione quadratica che rappresenta la variazione dell’area al variare di PB si potrebbe ottenere mediante l’appartenenza di tre punti alla funzione ax2 + bx + c. Come si può vedere, un percorso molto più tortuoso di quello che consente di scrivere immediatamente x(6-x), ma non privo di fascino se si è attenti ai processi, piuttsoto che ai prodotti, e che consente, in ogni caso, molta attività matematica.





