Una proposta di lavoro

A cura del gruppo di progetto
Premessa
Il seguente materiale:

a) si ispira ad attività realmente svolte in classi di scuola secondaria di primo grado, biennio di scuola secondaria di secondo grado e triennio di scuola secondaria di secondo grado (spesso una stessa attività è stata proposta nei tre livelli scolari a diverse classi; in questo caso diverso è stato il livello di approfondimento e, soprattutto, l’attenzione dedicata alla dimostrazione delle congetture prodotte);

b) è stato pensato per venire incontro alle esigenze manifestate da chi si è detto disponibile a sperimentare; proprio per questo si è cercato di prestare particolare attenzione ad alcune riflessioni legate all’uso di connettivi e dei quantificatori nella formulazione delle varie congetture o nella riscrittura del testo dei problemi proposti;
c) è stato organizzato per schede, in modo da rendere più chiari lo spirito e le idee delle varie proposte. Naturalmente non è necessario proporre in classe le schede; se si preferisce è possibile un approccio meno guidato e meno formale (per esempio limitandosi ad avviare il problema con una semplice frase che richiede interpretazioni e anche esplorazioni per essere precisata e per diventare un problema ben posto);
d) prevede un percorso di base (che ovviamente può anch’esso essere discusso, ma che presenta attività più volte sperimentate) e percorsi di approfondimento, completamento o anche semplici esercitazioni che, invece, possono essere completamente rivoluzionati, ma anche omessi.

Obiettivi
L’obiettivo principale non è quello di acquisire determinati contenuti, ma quello di costruire un ambiente favorevole allo sviluppo di una “cultura dell’argomentazione” in modo da favorire: 

a) la riflessione sulle proprie conoscenze;

b) il passaggio da una conoscenza tacita e implicita a una esplicita e consapevole;

c) un diverso atteggiamento della matematica, che la proponga come disciplina di forte unità culturale;

d) l’avvio al sapere teorico come strumento per rispondere alle domande “perché è così?” e “che cosa succederebbe se …?”.

D’altra parte, la razionalità si esercita con determinati fini e con determinate pratiche, su contenuti: non si può argomentare sul vuoto. Abbiamo scelto come campo di conoscenze quello sui numeri naturali per i seguenti motivi:
a) i numeri naturali costituiscono, nel primo anno di scuola secondaria di secondo grado, un campo di conoscenze e di esperienze comune a tutti gli studenti (tutti hanno lavorato nei precedenti otto anni con i numeri naturali);

b) nonostante il precedente punto a), l’aritmetica costituisce un campo di problemi non banali, eppure formulabili in modo semplice, con enunciati brevi, ricchi di sviluppi, che invitano a osservazioni, scoperte di regolarità, formulazione di congetture e motivano alla loro successiva validazione (sia con strumenti tradizionali, sia con le nuove tecnologie);

c) la riflessione sulla formulazione e riformulazione dei testi dei problemi e delle congetture prodotte può consentire di introdurre in modo significativo elementi di logica (ma sarebbe meglio dire di riflessione sull’uso della lingua natuarale, sui suoi limiti e potenzialità in ambito matematico).
La scelta del campo di conoscenze (e di esperienza, almeno scolastica degli studenti) consente anche di definire alcuni obiettivi in termini di conoscenze, che qui elenchiamo (quasi tutti riguardano precisazioni e riflessioni di concetti con cui gli studenti hanno già avuto a che fare; talvolta riguardano solo un primo avvio a concetti che dovranno essere ulteriormente sviluppati):
a) avvio all’uso del linguaggio algebrico come “strumento di pensiero”;
b) numero primo;
c) teorema fondamentale dell’aritmetica (non dimostrato, ma intuitivamente giustificato);

d) numeri coprimi;

e) primi esempi espliciti di funzioni;

f) congettura;

g) verità di una proposizione che riguarda una totalità di oggetti (presenza di un quantificatore universale);

h) verità di una proposizione che presenta un quantificatore esistenziale;

i) esempi, controesempi e verità di una proposizione;

j) teorema dell’infinità dei numeri primi e sua dimostrazione.

Possibili sviluppi (negli anni del triennio di scuola secondaria di secondo grado per studenti molto motivati, magari con l’ausilio delle tecnologie)
a) Formule che generano numeri primi.
b) Cenni alla distribuzione dei numeri primi.

c) Aritmetica modulare.

d) Codici crittografici.

e) Successioni.

f) Iterazione e ricorsione.

g) Principio di induzione.

h) Crescite lineari e quadratiche (in generale polinomiali) mediante lo studio delle differenze finite.

i) Crescite esponenziali.

j) Sistemi dinamici discreti lineari.

Qui di seguito vengono presentate le schede (già ordinate in ordine logico-temporale di attività proposte) relative agli obiettivi fondamentali. 

Molte di queste schede presentano attività che possono essere proposte anche nella scuola secondaria di primo grado; diversi, però, sono gli obiettivi finali a cui si tende. Nel caso della scuola secondaria di secondo grado si tratta di raggiungere maggiore consapevolezza sulle conoscenze oggetto di attività e, soprattutto, c’è maggiore attenzione all’aritmetica come teoria (nel triennio, seguendo un percorso di questo tipo, si potrebbe proporre tranquillamente l’assiomatica di Peano, con un percorso specifico sul principio di induzione e sulla sua specificità per le dimostrazioni che riguardano proposizioni sui numeri naturali).

Ciascuna scheda presenta una breve analisi delle risposte attese (non certo esaustiva: non esaurisce nemmeno i comportamenti che abbiamo rilevato negli studenti quando queste attività sono state realizzate in classe).
Indicazioni metodologiche
Una cultura dell’argomentazione non può essere costruita se non si lascia agli studenti il tempo e lo spazio per esprimere e discutere idee; si deve anzi fare della discussione (sia quella nei piccoli gruppi, sia quella collettiva) un oggetto specifico di didattica. È anche vero, inoltre, che difficilmente uno studente può partecipare attivamente a una discussione se non si è fatto un’idea del problema, se non ha provato a effettuare esplorazioni, osservazioni che lo hanno spinto a farsi un’idea della situaizone problematica. Sarà quindi necessario lasciare sempre, all’inizo di ogni attività, dai cinque ai quindici minuti (a seconda della difficoltà del problema) per una riflessione individuale (sempre con carta e matita, anche quando sia in seguito consentito utilizzare le nuove tecnologie). L’insegnante dovrebbe prendere nota dei comporamenti degli studenti in questa fase iniziale, osservando chi tende ad aspettare senza quasi pensare la fase di lavoro in piccoli gruppi; chi invece effettua un’esplorazione ricca, ma disordinata; chi invece ha strategie di esplorazione (come un’esplorazione sistematica, oppure sui casi limite o ritenuti, per vari motivi interessanti. Queste osservazioni dovrebbero poi portare a un’analisi dei comportamenti virtuosi, facendone oggetto di condivisione e di didattica durante le discussioni collettive, ma avendo sempre cura di evidenziare sempre, ove sia possibile, le potenzialità ( e non solo i limiti) delle idee degli studenti.
Dopo la fase individuale si dovrebbe passare al lavoro di gruppo che dovrebbe almeno durare dalle due alle quattro volte il tempo dedicato a quella individuale. Infine dovrebbe esservi la fase di discussione collettiva, in alcuni casi subito dopo quella di gruppo, in altri nella lezione successiva, lasciando agli studenti il compito di descrivere il lavoro svolto con l’obiettivo che sia comprensibile per studenti che non lo hanno svolto (o di un’altra classe o, meglio ancora, per gli assenti).  
In questi casi si consiglia di lavorare con gruppi di livello di preparazione omogeneo, ricordando che quello che è importante non è il prodotto finale, ma il processo di produzione e, soprattutto, è importante favorire la nascita di una disponibilità all’argomentazione, più facile nel caso in cui gli studenti che fanno parte di un gruppo siano di livello simile.
Scheda 1  Aggiungi 1….
Situazione

Ciascuno di voi consideri otto  numeri naturali (potete scegliere quelli che volete; quindi ci aspettiamo che tali numeri non siano gli stessi per tutti gli studenti della classe!). 

Chiamate A l’insieme che ha per elementi questi otto numeri che avete scelto. Ora formate un secondo insieme B di numeri aggiungendo 1 a ciascuno dei numeri dell’insieme A. 
Problema

Come cambiano, in seguito a questa operazione, le proprietà di ciascuno dei numeri dell’insieme A? Giustificate le vostre risposte.

Indicazioni di lavoro
Lavorate individualmente per cinque minuti e poi in piccoli gruppi (tre – quattro studenti), confrontando e discutendo le vostre affermazioni per circa una decina di minuti. In seguito dicuteremo tutti insieme le vostre congetture, ossia quello che avrete scoperto e che ritenete sia vero.

Risposte attese
La maggior parte degli studenti farà osservazioni molto banali (i numeri aumentano di 1), magari espresse con un linguaggio più maturo, che consente anche l’introduzione di rappresentazioni volte  a evidenziare la funzione che lega i due insiemi (si passa al successivo) o che almeno consente di fissare l’attenzione su un linguaggio più preciso in cui evidenziare il ruolo di certi termini (ogni elemento del primo insieme viene trasformato nel suo successivo). Altre osservazioni spontanee possono riguardare la parità e la sua violazione nel passaggio da ciascun elemento di A al corrispondente elemento di B. È anche possibile, anche se meno probabile, che qualche studente noti che anche la primalità, in genere, non viene mantenuta. Eventualmente è l’insegnante che, già nei vari gruppi di lavoro, o almeno in fase di discussione collettiva, dovrebbe suggerire l’osservazione sui numeri primi, magari chiedendo: qualcuno ha preso in A numeri primi? In caso affermativo, il corrispondente numero di B è ancora primo? Perché? Qui il discorso sulla parità è forte: in genere gli studenti affermano che se si parte da un numero primo il numero che si ottiene non è primo. Se si chiede perché molti dicono che ogni numero primo è dispari; quindi in B si ottiene un numero pari (che è divisibile per 2). Si tratta di un’ottima occasione per far vedere come sono deboli le proposizioni che riguardano una totalità di oggetti. Basta un controesempio per affermarne la falsità. In genere il controesempio è fornito da qualche studente (basta che abbia scelto il numero 2 in A). Se così non fosse è l’insegnante che deve suggerirlo, lasciando agli studenti il tempo di accorgersi che l’affermazione “tutti i numeri primi sono dispari” è falsa, anche se è violata solo nel caso di 2. Le considerazioni relative alla logica del controesempio, all’uso dei quantificatori, a che cosa è una congettura possono essere avviate qui, ma andranno più volte riprese in altre occasioni di risoluzione di problemi e di discussione collettiva, anche a scopo di sistemazione.
Qui si dovrebbe avviare il chiarimento sul fatto se 1 è primo o no. Se i numeri primi si definiscono come quei numeri che sono divisibili (altro concetto su cui perdere un po’ di tempo) solo per 1 per se stessi, allora 1 è primo. Ma che cosa accadrebbe se 1 fosse primo? Si perderebbe il teorema di fondamentale dell’aritmetica: ogni numero naturale non sarebbe più scomponibile in uno e un solo modo (a meno dell’ordine dei fattori), ma sia avrebbero infinite scomposizioni. Per esempio, 6 = 1*2*3 = 13 * 2 * 3 = …. Ci si può limitare a dire che questo non piace ai matematici, che rende alcune questini che si affronteranno nei prossimi anni un po’ problematiche e allora i matematici scelgono di escludere 1 dai numeri primi. Si può allora riflettere su come può cambiare la definizione  per escludere 1 dai numeri primi (si fanno proporre soluzioni agli studenti e le si discutono, anche in base all’eleganza linguistica).

È questo il caso per dare una giustificazione intuitiva del teorema fondamentale dell’aritmetica (attenzione ci vuole tempo, tutto il tempo necessario; non ci si deve far prendere dall’ansia di completare tutta questa discussione nei due – tre moduli orari a disposizione: si deve dare agli studenti la possibilità di intervenire, parlare; si devono discutere le loro proposte).

La giustificazione viene euggerita dall’insegnante. Sappiamo che un numero naturale n si dice composto se può essere scritto come prodotto di due numeri naturali a  e b diversi da n ( e quindi da 1). Se n è composto, allora n = a * b. A loro volta, se a e b sono composti, allora …. Magari si può riflettere sull’opportunità di usare degli indici per indicare i fattori; poi si fanno esempi numerici…. Dopo qualche esempio e un po’ di pazienza l’idea viene intuita dagli studenti …
A questo punto si è messa abbastanza in luce l’attenzione sui divisori di un numero composto, anzi sui divisori primi. Ci si può chiedere: “quando si passa da un numero n di A al suo corrispondente di B (n+1), che cosa si può dire dei divisori di n rispetto ai divisori di n + 1?”

Questo è un problema sul quale si può dare tempo per riflettere, anche a casa. Nella lezione successiva si potrà riprendere il discorso che dovrebbe consentire di arrivare all’affermazione che due numeri consecutivi sono coprimi (fondata sul teorema fondamentale dell’aritmetica o sulle conoscenze che hanno della divisione: si vede subito che se n è divisibile per p, allora n + 1 diviso per p dà come resto 1 e ciò accade per ogni divisore p, quindi ….).

Alla fine si può (ma non è necessario) fare scrivere a ciascun gruppo di studenti una mezza paginetta nella quale vengano elencate le proprietà più importanti che ritengono di avere scoperto (e capito). In seguito l’insegnante può raccogliere i diversi lavori e redigere una paginetta che descirva sinteticamente la conoscenza condivisa nella classe alla fine dell’attività (la prima pagina del libro-quaderno di aritmetica che, magari, gli studenti costruiranno). 
Si noti che in questa attività si può anche introdurre un modo per scrivere un qualunque numero pari (2n) e un qualunque numero dispari (2n+1 o 2n – 1), cosa che potrebbe venire bene nella scheda successiva 
Scheda 2  la somma di due numeri dispari consecutivi….

Che cosa si può dire della somma di due numeri dispari consecutivi? Giustificate le vostre risposte.

Indicazioni di lavoro

Lavorate individualmente per cinque minuti e poi in piccoli gruppi (tre – quattro studenti), confrontando e discutendo le vostre affermazioni per circa una decina di minuti. In seguito dicuteremo tutti insieme le vostre congetture, ossia quello che avrete scoperto e che ritenete sia vero.

Risposte attese
Vari studenti diranno che si ha un numero pari, perché la somma di due dispari è un pari (per qualcuno potrebbe essere necessario precisare che cosa si intende per “consecutivi”, anche se la precedente attività dovrebbe superare questo scoglio). Qualcuno potrebbe dire che è divisibile per 4, perché è come il doppio del numero pari che sta in mezzo. L’insegnante potrebbe far notare come un liguaggio simbolico poco adeguato (D + D+2 = 2D+2) non consente di evidenziare la proprietà più significativa e cioè che si ottiene un numero divisibile per 4, cosa che , invece, emerge chiaramente utilizzando simboli più adeguati (2n – 1 + 2n + 1 = 4n).

L’attività potrebbe continuare: che cosa si può dire dellla somma di tre numeri dispari consecutivi?
L’insegnante dovrebbe iniziare a fare apprezzare la potenza del linguaggio algebrico per operare sui simboli e come strumento di pensiero. Il pensiero si fa calcolo e diventa più potente (o, se si vuole, rispetto alla tradizionale prassi, il calcolo si fa pensiero e diventa significativo, utile, concreto in un senso psicologico, nel senso di adeguato a soddisfare fini umani).

Potrebbe essere il momento di iniziare una sistematica attività di avvio al calcolo letterale usando solo numeri. Come? Chiedendo di svolgere in riga e non in colonna operazioni (cosa che si potrebbe già fare nella scuola elementare e media). Per esempio: 23 * 42 = (20 + 3) * (40 + 2) = (20 + 3)*40 + (20 + 3) * 2;   (23 + 3 ) 2 = (20 + 3) * (20 + 3) = …. Tanti, tanti esercizi di questo tipo. Se sono ben scelti e pensati, possono costituire un avvio significativo al calcolo letterale (che potrà essere utilizzato come strumento di generalizzazione, una volta che siano state individuate  regolarità significative. Per esempio (12 – 1) * (12 + 1) = 143 = 144 – 1    (26 – 1) * (26 + 1) = …. = 262 – 1 e quindi ….   
Scheda 3  il  prodotto di tre numeri….

Che cosa si può dire del prodotto di tre numeri consecutivi? Giustificate le vostre risposte.

Indicazioni di lavoro

Lavorate individualmente per cinque minuti e poi in piccoli gruppi (tre – quattro studenti), confrontando e discutendo le vostre affermazioni per circa una decina di minuti. In seguito dicuteremo tutti insieme le vostre congetture, ossia quello che avrete scoperto e che ritenete sia vero. Si può dare anche più tempo e consentire l’uso di un foglio elettronico (importante introdurre allora la possibilità di scrivere fomule, i riferimenti relativi ….)
Risposte attese
Sicuramente molti diranno che si tratta di un numero pari, quindi divisibile per 2. Qualche studente che ha ben chiara la strutturazione della retta numerica, in particolare il frame dei multipli, potrà anche vedere che è un multiplo di 3 (altrimenti sarà l’insegnante a suggerire perché è anche multiplo di 3 e perché, quindi, è un multiplo di 6).
Se la classe risponde bene si può anche proseguire: e che cosa si può dire del prodotto di quattro numeri consecutivi? E di cinque? E di sei? … e di n? Qui c’è anche la possibilità di introdurre il fattoriale di un numero, magari con qualche problema un po’ più impegnativo per gli studenti più in gamba.
Scheda 4  quanti sono i numeri primi?

Dopo aver fornito la definzione di numero primo, provate a rispondere alla domanda “quanti sono i numeri primi?”. Giustificate le vostre risposte.

Indicazioni di lavoro

Lavorate individualmente per cinque minuti e poi in piccoli gruppi (tre – quattro studenti), confrontando e discutendo le vostre affermazioni per circa una decina di minuti. In seguito discuteremo tutti insieme le vostre congetture, ossia quello che avrete scoperto e che ritenete sia vero. 
Risposte attese
Tutti in genere dicono che i numeri primi sono infiniti, ma giustificano l’affermazione così: “perché i  numeri naturali sono infiniti”. Si può fare notare che non tutti i sottoinsiemi dei numeri naturali sono infiniti e cercare di caratterizzare un insieme infinito (in termini tecnici, se può essere messo in corrispondenza biunivoca con una sua parte propria, ma si possono fare esempi che aiutano a capire questa definizione).
L’insegnante può ricordare quello che è stato scritto nel quaderno-libro di aritmetica della classe (che intanto può crescere) dopo la prima attività e cioè il teorema fondamentale dell’aritmetica e che due numeri consecutivi sono coprimi.

Allora, preso un qualunque numero n, esso può essere scomposto in fattori (p1* p2 * …. *pk). Ora, se si considera n + 1, si sa che è coprimo con n (già visto). Quindi nessuno dei numeri primi che dividono n divide n + 1. Questo vuol dire che n + 1 è primo, oppure, se è composto, nella sua scomposizione compaiono numeri primi diversi da p1, p2 , …., pk. Se l’insegnante si è limitato a suggerire i vari passi, lasciando agli studenti l’impressione di avere costruito loro questa argomentazione, gli studenti sono pronti a capire la dimostrazione per assurdo di Euclide e a non considerarla più come qualcosa di troppo distante che non sarebbe mai potuta venire in mente (l’insegnate può anche cercare di congetturare perché Euclide abbia pensato alla funzione generatrice di nuovi numeri primi, ossia moltiplica tutti i numeri primi che hai a disposizione e aggiungi 1).

Si può riflettere sulla struttura delle dimostrazioni per assurdo. Si può fare qualche cenno alla storia della matematica e all’importanza dei numeri primi nell’aritmetica (possono anche essere presentati come i mattoni dell’insieme dei numeri naturali).
Possibili sviluppi (appena accennati) per attività successive (nel triennio)

1) Alla ricerca di formule che generano numeri primi

Un esempio di possibile trattazione motivante introduttiva: “Una formula matematica può essere pensata come un’ espressione sintetica che consente di evidenziare proprietà di certi oggetti della matematica o relazioni fra essi”.  È comprensibile, quindi, che  i matematici abbiano sempre cercato una formula che consentisse di rappresentare tutti i numeri primi, così come la formula 2 . n può rappresentare tutti i numeri pari.  

Notiamo che una risposta banale a tale problema è la seguente: la successione dei numeri naturali rappresenta ogni numero primo, in quanto l’insieme dei numeri primi è contenuto nell’insieme dei numeri naturali. Naturalmente questa non può essere considerata una risposta soddisfacente: ci piacerebbe poter disporre di una formula che dia non solo tutti i numeri primi, ma che non fornisca altri numeri che non siano primi. 

Tipiche attività, magari da effettuare con l’ausilio di un foglio elettronico
La formula    n2 - n + 41 genera, per ogni n, solo numeri primi? Giustifica le tue risposte.
La formula     n2 - 79n + 1601 genera, per ogni n, solo numeri primi? Giustifica le tue risposte.
La formula 22n + 1 genera , per ogni n, solo numeri primi? Giustifica le tue risposte.
Qui si potrebbe fare una riflessione sul ruolo del controesempio e sull’inefficacia della produzione di esempi che la verificano per una proposizione che riguarda infiniti numeri. Magari si potrebbe anche accennare alla congettura di Golbach, per far vedere che esistono problemi aperti in matematica (o ai numeri primi gemelli: sono infiniti o no? ecc.)

Magari si può anche concludere dicendo che la ricerca di formule che generino solamente numeri primi non ha avuto successo: i matematici, anzi, hanno dimostrato che non esistono formule polinomiali (diverse da quelle del tipo P(x) = p con p primo) che generino solo numeri primi. Il teorema si esprime, in forma più significativa, nel seguente modo:

Non esistono polinomi P=P(x), diversi da quelli costanti, a coefficienti interi tali che P(x) sia primo per ogni numero naturale  x

Si può dire che la dimostrazione viene lasciata agli studi futuri, perché non semplice, ma si potrebbe proporre la seguente attività (magari prima di dire che la dimostrazione non è semplice): 

Givanni ha propodotto la seguente dimostrazione del teorema “Non esistono polinomi P=P(x), diversi da quelli costanti, a coefficienti interi tali che P(x) sia primo per ogni numero naturale  x”
Sia P(x) = 
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Calcoliamo P(a0) = 
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. Quindi P(a0)  non è primno perché prodotto di due fattori. 

Pensi che la dimostraizone di Giovanni sia corretta? 

Qui l’insegnante dovrebbe portare gli studenti a comprendere che nessuno assicura che i due fattori siano diversi da 1.

La dimostrazione che scrivo qui di seguito è tratta dall’Hardy & Wright e mi sembra adatta solo a studenti del triennio molto bravi (qui però si può vedere come il calcolo, non fine a se stesso, può essere molto, molto intelligente).  
Dimostrazione
Notiamo innanzitutto che abbiamo escluso il caso di polinomi costanti, perché, altrimenti, avremmo polinomi come P(x) = 13 che, banalmente, generano uno e un solo numero primo per ogni valore di x: evidentemente non si tratta di polinomi che possono dar luogo a formule interessanti per noi!

La seconda osservazione che facciamo è che il coefficiente del monomio di grado massimo deve essere positivo. In caso contrario esisterà un valore di x, diciamo n

 a partire dal quale il polinomio P(x) assumerà valori negativi. Detto in altri termini, dato 

P(x) = 

 , abbiamo che se a

 < 0, allora esiste un numero naturale n

 tale che P(x) < 0 per ogni x > n

 (infatti per x abbastanza grandi il polinomio P(x) assumerà il segno del suo primo termine). In tal caso, quindi, per x > n

non potremmo più ottenere numeri primi.

Supponiamo allora  a

 > 0.  

Allora esiste un valore di x, diciamo N, tale che, per ogni x > N, si ha P(x) > 1. Sia ora t un numero naturale tale che t > N. 

Allora abbiamo che P(t) = 

 = y > 1. 

Consideriamo ora il termine  P(ry+t) = 

 , che è divisibile, per y, qualunque sia l’intero r e, quindi, non è primo.  Ciò completa la dimostrazione.

2) Come si distribuiscono i n umeri primi? 
La ricerca di formule che generassero solo numeri primi ha gradualmente lasciato il posto a questioni che riguardavano la distribuzione dei numeri primi. Osservando le tabelle in cui vengono riportati alcuni numeri primi, possiamo notare che essi sembrano diradarsi, man mano che diventano più grandi. Come puoi giustificare la correttezza di questa impressione? Giustifica le risposte (qui l’insegnante dovrà intervenire in zona di sviluppo prossimale, suggerendo considerazioni che portino a un’argomentazione come quella che segue):
Siano 2, 3, 5, ...., p tutti i numeri primi non maggiori di p. Allora, per il teorema fondamentale dell’aritmetica (ogni numero naturale è fattorizzabile in modo unico nel prodotto di numeri primi), ogni numero naturale non maggiore di p è divisibile per almeno uno dei numeri primi non maggiori di p.

Consideriamo ora il numero q = 2 . 3 . 5 . ..... p
Abbiamo che q+2 è divisibile per 2 (è la somma di due numeri divisibili per 2); perciò è composto.

Analogamente, q + 3 è divisibile per 3,  q+4 è divisibile per 4, q+p è divisibile per p.

Quindi i numeri q+2, q+3,....q+p non sono numeri primi.

Da quanto ora affermato segue che tra q e q+p esistono almeno p-1 numeri che non sono primi. Possiamo quindi concludere che all’aumentare di p (ossia al crescere del valore dei numeri primi), aumenta anche la distanza fra un numero primo e il suo successivo.

Possiamo dire qualcosa in più sulla distribuzione dei numeri primi? Chiamiamo 

 = 

(x) la funzione che dà il numero dei numeri primi non maggiori di x. 

Esempio. 



(2) = 1 (infatti esiste solo un numero primo non maggiore di 2, e cioè 2 stesso) 



(3) = 2, 

(4) = 2, 

(5) = 3   così via, come suggerisce la tabella di seguito riportata

	numero naturale x
	numeri primi non maggiori di x
	

(x)

	1
	non ve ne sono
	0

	2
	2
	1

	3
	2,3
	2

	4
	2,3
	2

	5
	2,3,5
	3

	6
	2,3,5
	3

	7
	2,3,5,7
	4


Il teorema di Euclide sull’infinità dei numeri primi afferma che quando x tende a infinito, anche 

(x) tende a infinito. 

I matematici hanno dimostrato un risultato molto più significativo, detto Teorema dei numeri primi che afferma che al tendere di x all’infinito, la funzione 

 = 

(x) tende ad assomigliare sempre più alla funzione 

 (si può anche essere più precisi, usando funzioni che apprssimano meglio).
Questa affermazione può essere verificata sperimentalmente con Derive (per esempio).
Esercizi e altri problemi (alcuni proponibili a livello di biennio, altri di triennio)
1. È vero che se x divide a e x divide e b allora x  divide a + b ? Giustifica la risposta.

2. È vero che se 8 divide ab e non divide a allora divide b? Giustifica la risposta.

3. È vero che se 5 divide ab e non divide a allora divide b? Giustifica la risposta.

4. E’ vero che se c divide ab e non divide a allora divide b? Giustifica la risposta.

5. È possibile imporre condizioni su c in modo che la risposta al precedente esercizio sia affermativa? Giustifica la risposta.

6. È vero che se a divide b2 allora a  divide b? Giustifica la risposta.
Vero o falso? Giustifica la risposta
1. “se a e b sono due numeri naturali tali che 3a = 2b, allora a+b è multiplo di 5”
2. “se a e b sono due numeri naturali tali che 3a = 2b, allora a+b è dispari”
3. “se a e b sono due numeri naturali tali che 3a = 2b, allora ab è pari ma non è multiplo di 4”
4. “se a e b sono due numeri naturali tali che 3a = 2b, allora a oppure b è dispari”
1. È vero che se p e q sono numeri dispari, allora  
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 è un numero pari? Giustifica la risposta.
2. È vero che se d = MCD(a,b) allora d = MCD(a, b+ax) per ogni intero x? Perché? 
3. Siano dati due numeri naturali a e b con a > b. E’ vero che se d = MCD(a , b ), allora d  è anche il massimo     comun divisore di b e di r, dove r è il resto della divisione fra a e b? Giustifica la risposta.
4. Siano dati due numeri naturali a e b con a > b. E’ vero che se d = MCD(a , b ), allora d  è anche il massimo comun divisore di b e di q, dove q è il quoziente della divisione fra a e b? Giustifica la risposta.
5. Se MCD(a,b) = 8, quali sono i possibili valori di MCD(a3, b4)? Giustifica la risposta.

6. Se avessi a disposizione un foglio elettronico, come lo utilizzeresti per vedere se il numero 22333333301 è primo? 

7. Dati tre numeri a, b, c, supponiamo che il loro massimo comun divisore sia 1. Possiamo concludere che tra i tre numeri dati vi è una coppia di numeri primi fra loro? Oppure che il prodotto dei tre numeri è uguale al loro minimo comune multiplo? Oppure che almeno uno dei tre numeri è multiplo di 3? Giustifica la risposta.
8. È vero che se n non è primo, allora ha un fattore primo che è minore o uguale alla sua radice quadrata? Giustifica la risposta.

9. È vero che se a è dispari, allora  e a  e a+2 sono primi fra loro? Giustifica la risposta.

10. È vero che un numero primo p è primo con tutti i numeri che non sono suoi multipli? Giustifica la risposta.

11. È vero che se p e q sono primi, allora m.c.m.(p,q) = pq? Giustifica la risposta.
12. I numeri p e q sono primi. Cosa si può dire di p + q , pq , pq + 1, p2 + q2 + 1? Giustifica la risposta.
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